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�U¢����t¢6������¯>�r�¾¢����I���z£

¨��%���
q
¶('��t�v��¹���ªU¢�©{�t´rµv�kµ!�t�r�2���'�n���%µ³��§��k�����4Þ9¤����9�v���¡£

�����z��¤����I�!¢~���¡�������~��¥Pµ(§����»��§��[�n¤�ª'�6�����t�.�t��­��4¨/�¬�v¨��t�9���t��£
���z�~�»��§��{�[¢~���¡��������´p¨���©{©{�I�*),+�-.-$/10,2C´@¢~�r���[��¨��������t�z�²��§�����£
�¡§��r©{��«/¶ á �ã�t¤��º��¤~�����{���\��¹��tªU¢�©z�r´����¡�����{��¤����4�'¢��%�¡�������~�
{a1, a2, a3, a4}

�t�~�
{a9, a10}

�����¾¢����I�����9�!���!©{�I�r���v��§������
���{ªE�4��´~�t����§���¨��t�9���¬����¯

{a2, a8}
�{���~� ® �I�(¢����I�����9�I¶

¿�§�� �����
LA

�����%�������z��¤����I��¢~�%���������~�p�±�p�~����¤��¬��©{©{¯k����¢����I������£
���4���n¯��º©±�%�����±¨��>¥C¨/��¶!',�{�t¤����$Û4«�¶ � �(��§��
���t¢�´~¢~�%���������~���t�
©z�I������§»Û
é

{A1} . . . {a10}
¶%·¾��¹n�2©{� ® �I©C´Q¢~���¡�������~�����~©{���~����§à é

{A1, a2}
´
{a1, a3}

´
{a1, a4}

´�¶�¶�¶
{a1, a10}

´
{a2, a3}

´
¶�¶I¶

{a9, a10}
¶%¿�§��I�'¢~���¡���I�������t�~©{�����t��§43~´I����¨t¶�¿�§��v�6�����r���

©{�r��� ©{� ® ��©6¨��t�9�¬���{�~����§~�(���I�>¢~�%�����I���~� ���p©z�I������§5�������E��§��©{�r���¾¨��t�9���t�z�~�!��§��
¤����±Þ9¤���¢~�%�����I�������,©z�I������§ÁÛ���¶

pattern
length

sp
ec

ia
liz

at
io

n

{a1},{a2},...,{a10}

{a1,a2} {a1,a3}...{a1,a10},{a2,a3},...,{a9,a10}

{a1,a2,...,a9} {a1,a2,...,a8,a10}...{a1,a3,....,a10},{a2,...,a10}
{a1,a2,...,a10}

1

2

3

8

9
10

{a1,a2,a3},{a1,a2,a4}...{a1,a2,a10} {a1,a3,a4} ...{a1,a3,a10}{a1,a4,a5}....{a8,a9,a10}

{a1,a2,...,a8} {a1,a2,...,a7,a9} {a1,a2,...a7,a10},....{a2,a4,...a10}{a3,...a10}
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���E��)�-$<>=@?BADCE?GF
)@AD2�?B/DH����I©{�����{�t�\¥I�²�z��¨¬§��I©z©�� ��¨��t�9����¹9�[ÚzÛ��QÜ�«/´n��§��%��¢���� ® �±���I��»ªU����§����\���t�[��§��I�z�
¢�������¤~¨����{�t��´p�¡���������{����µ(����§\��§��$�¡�{��£
�t©{�����t�~�I¶ � ¢~���¡�������

X
�����%�������z��¤����I�w���

A
´t�±� ªU�r���¾��¢��4¨��z£

Ô�¨
��§~���S�t������§����¾¢��%�¡�������
Y
���

Y ⊂ X
¶�¿�§��'©{���¡���±¨��º¨����

��§��I�K�6���r�����I�������4�qªU����§~�n���{¨I��©{©z¯r´�©{� ® ��©��n¯-©{� ® ��©<´2�¡§��r�¡£���4���v����©{�t���r�I�¡�w¢~���¡���I������´9µ(����§$��§~�k§��I©z¢>�t�.��¢����t�r���4����� ® ��¡¢6�I¨��{�t©z�±���%���{�t�K�9¯ã�r�����z���{�t���������¡�����{��¤����t¶J'��r�U��¹���ªU¢�©{�t´
�����rª

Y ∪ {a}
�t�~�

Y ∪ {b}
´v�t���\¢�������¤�¨��I�>�9¯³��¤~���z�r�

X = Y ∪ {a, b}
¶n¼Ý�¾�t�~©z¯>����ª$�t�z�~�!���U�����%µ¾������§���©±�%�����±¨��t´

�¡�4���¬¨¬§��{�������r�(�z�9���I���4�����z�~�E¢��%�¡�������~�I¶
���I� K #� �#� :L M� kÉ Å � �N v��#PORQ È  È � È  È M��

� È  k�r�����N#� v�
ÂT������¯ã���q¨��t©{¨�¤�©{�����

Th(bd,LA, q)
´2��§~����§��I�t��¯ã�t�$�����

���,¢~�%���������~�!�6��©{�t���r�z���º���
LA

��§~���(���%���{�¡��¯>�E¢����I���±¨������
q¥�µ!���{�~���TS6�I���I�r��©z¯�µ(�{©z©�µ(���z���U=>/1H$),2I0VAD?GH!2�«/¶ � ® ����¯�¨�©{�r�����{¨¨¬§��t�±¨������r�

q
�±�ké9�±�2��§~�k¢~���¡���I���4W>0X<>YZ+!<@H!22�{�U��§��[���%�¬���~�r�¡�

bd [ ¥P���n�I�¾���¬�¾�¡¤~¢�¢��r�¡�¾¢��t���(�'Ô~¹n�4����§����I��§��t©±� γ [ «/´��{�(�z�
rare [ ¥¦��§~�E�r¢�¢6�r�������4«/´@��¤��
�r���Eµ(�z©{© ��©±�¡��µv�r�~���I���z�w��§��¢~�%�����I���E¨��t�9�¬���{�~����¨����������{��Ô~¹n�4�'¢��%�¡��������´Q���@�z���±�������I��¥��{�t¶
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��§~�������4�¡¢6�I¨�����§~� �¡¢6�I¨��{�t©z�±�������{�t�
����©±�%���{�t�.´/�t�.��¤���©�����©±�%���z�r�
���¾�r�����I���t©z�±�������{�t��¶.Ã[�I�����¬�%���z�~�²��§����¡¢��t¨��»���S�~���%µ¾���t´����
ª$���{�r�¬���{�~�!�'©{�z�~�>������µv�I���»��§��
¢~���¡���I����� ��§~�%�(�t¤~�{���4�v��§��
�¡�4���¬¨¬§>���r����§���¢����I���{¨I�%���r¶
ÂW����§+�����r�t��� ��� ��§�� ��¤�¢�¢6�t���À¨��t�~�¡���¬���{�9���I´U��§��å��¢6��£
¨��±��©{�{���%���z�r�Ï���Á� ���t���À¢~�%���������æ¨I���è�t��©{¯��6�b�¬�����t¶U¼Ý�
�{�T�{�~�����4�ä�]\�/DH^/D2P/DH_<G¨��t�~�¡���¬���{�9�I´k��§~���T�±�\¢����I����� ® �4��n¯	��§��â��¢��4¨��±��©{�{���%���z�r� ����©±�%���{�t�.¶GÓn¯nªUªU�������±¨��t©z©{¯t´W���
ADH`2I?GFP\�/DH^/D2P/DH_/1+()�¨��t�~�¡���¬���{�9�S¥P��¤~¨¬§W�t�$�6�������4Þ9¤����9�¬«E�±�
¢����I����� ® �I���n¯bac<ZH^<Z0VADCE?d)@AD2�?B/DH`é

qam

�{�
�t�r����£ÝªU�t���t���r���t¤~�
���

(qam(X) ∧ Y ⊂ X) ⇒ qam(Y )
¶6¼Ý��ªU�I�t�~����§~�%�[µ(§����



�³¢��%�¡�������À�t�'��§��Á©{���¡���±¨�� ® ������Ô~�4� qam

´(��§~���s��©{©
��§��9�¡�
��§~�����t���E§��{�t§��I�
�z�T��§��U©±�%�����±¨�� ® �����z��¯S��©±�¡� qam

¶ á �S��§��
¨��t�9�����t��¯r´�µ(§���� �ä¢~�%���������Ï���n�I�K����� ® �����z��¯ qam

´º���¬�
©z�%µ!���(��¢��4¨��±��©{�{���%���z�r�~�!�����z��§��I�I¶
¿�§��k���9����£ÝªU�t���t���t�~�t¤~�2¨��t�~�¡���¬���{�9���2¢���� ® �{������µv��¢���¤����{���¨������������z�r�~�[é
���������
	��
�
������������	������
�
�������BW�A:-!AD2�2P<Z0,H

X � /�<Z) H^/D2� <@0,? W � qam ! ?G2I) )�-$<>=@?BADCE?d)@AD2�?B/DH!) =>A1HUH^/D2 � <Z0,? W � qam " ?G2N?d)+()Z<@CT<Z)>) 2P/5<$#cA1\4?GH^< 2�%$<@\ A1H � 2�%$<%CTAD2�2�?B=V<4=>ADH'&>< -_0,+�H_< �+�H � <@0 X (
���������
	��
�
�*)+��������	������
�
�,)
���BW 2�%$< =>ADH � ? � AD2P< X

2 /
2-%!< � <@0,? .9=>A12I?B/1H / W

qam

=>/1H!2PAD?GH$)*Ab-$A12I2P<@0,H 2�%$A12 � /�<Z)H_/D2 � <@0,? W � 2-%!<4-_0X< � ?B=VA12 < ! 2-%!<ZH 2�%(?d) =>ADH � ? � A12 <b\4+(),2/&><
0X<�0@<>=@2 < � " 2-%!<%CTA12I2�?B=><%?d) -^0,+�H_< � A1&V/ � < X (

UY    {a}

UX=Y    {a,b}

Y

UY    {b}

(criterion 2) (criterion 1)
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'��{�t¤~����à�´n��§��
��µ!�º�r�����I�������t�¬�
Y ∪ {a}

���~�
Y ∪ {b}

�����
���I¢����4�¡�I�9���I��´n�r�!µv�I©z©��r�w��§����{����¤~���z�r��´

X = Y ∪ {a, b}
¶9¼Ý�

�t���(�������I¨����,��§~�%�
Y ∪{b}

���n�I�����t� ® �����z��¯
��§��(¨��r�~�¡���¬���{�r�4´��§��I�»��§��
�����t�~¨¬§»¨��tªU�z�~�'�����tª
Y ∪ {b}

�{�(¨�¤���¥P¨����z�������{�t�
Û4«/¶�2!�4�¡�±���I�I´

X
¨��t�9���t�z�~�!�����z��¨��t�����I¨/��¢~���¡���I���

Y ∪ {b}
é
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¢~�������±¨�¤�©±���$¨I�t�����t�k��§~���t�9���z£<ªU�t�~�����r���t¤��º¨��t�~�¡���¬���{�9�E�t�
�����4Þr¤~���~¨�¯t´¾�±�\�r�����t©{©z�%µ¾�qé¾�����rª ��§~�K�¡�{���r©z�����t���ã¥�©{� ® ��©Û4«/´�¢�������¤~¨��\� ® ����¯G¢~�%���������°���r���K©z� ® �I©[µ(�z��§`��§��-§��I©z¢����¢��%�¡�������~�E�����tªâ��§��²¢���� ® �z�r¤~�E©z� ® �I©C´2¤��������>¨��t�~���z���{�t���§~���[�z� ® ������Ô~�4�(��§��'��µ!�»¢~��¤��~�z����¨������������z�r�~�¾�t� ��§��E���9���z£ªE�r�������t���r¤~��¨��r�~�������t�z�9�4¶
���43 5 �N" È #¡�ã� È  � Å �6�$# È  
ç¾¢>���º§~�����t´nµv���I���¡�I�9���±��©{©z¯$��¢��r�t�k�t���%�������z�~¤����[¢~�%�����I���~�I¶
2v¯-��§���µ��Q¯-���(��§~������©±�%���z�r�

R
�t�¾��§~�������������t���t´���§��4�¡�

¢~�%���������~�²�t���-¨��t�~���I¨����I�`������§��Á�t��­��4¨/����¢~���¡�������~��¶ á �
bd = (O,A, R)

´9�t�~�[����Ô~���4�w��§~�%�!���t���r¢��I�������t�¬�
f
�t�~�

g����Ã
��©{�t�±�,¨��t�~���I¨����{�t���6����µ!���I�'�¾¢~���¡�������
X
�������¡�����{��¤����I�

�����rª
A
���~���E¢~�%�����I���

T
�t���t��­��I¨/�¬�!�����rª

O
é

���������
	��
�
�768��9;:�<4�=�4>@?1�=�A�A��?B	��4�=�C�
f(T ) = {a ∈

A | ∀o ∈ T, (o, a) ∈ R}
ADH � g(X) = {o ∈ O | ∀a ∈

X, (o, a) ∈ R} ( f
0V< -^0X<,)@<@H!2I) 2-%!< )@<@2�/�W ADCGC =V/1\4\�/DH*AD2�F

2I0,?
&@+�2 <Z) 2P/�A a 0X/1+�- / W�/B&
0@<V=@2I)
t D /1H_<9)@A��R) ?GH!2P<ZH`2I?B/1HFE A1H �

g
2-%!< )@<Z2 /�W�/1&�0@<>=@2B)�)�%$AD0,?GH(a�2�%$<�)@AD\�<%A12I2�0,?
&Z+�2P<Z)

X D <$#.F2 <@H$),?B/DHBE (HG %$<�=>/D+�-^CT< (f, g) � <4.JH_<Z)%2�%$<�I ADCT/1?d) =>/DH`H_<>=ZF
2I?B/1HKJML�NO&V<@2QP <V<@H

A
A1H � O ! h = f ◦ g

A1H � h′ = g ◦ f
AD0X<

2-%!<RI ADC /D?d)4=@CT/R),+�0X< /V-!<Z0VAD2P/D0>) (

Ón�~´,�z�kµv���n���%µ §��%µ ���T���I¢����4�¡�I�9����§���©±�%�¡���{¨��»�t���%��������£
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��µv�U©±�%�¡���{¨��I�¾�t����¨��t�����4¨/£
���4�U�9¯E�t¢6���¬�%���t�¬�

f
���~�

g
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&@+�2P<,) ?d) =@CT/D)Z< � ? ] h(X) = X ( [ -$A12I2P<Z0,H
T
/ W�/1&�0@<>=@2B)

?d) =@CT/R)@< � ? ]
h′(T ) = T ( [ =>/DH^=V<P-_2

(X, T )
AD)>)Z/�=@?BAD2P<,)

24P /b=ZCT/D)@< � -!AD2�2 <@0,H$)
X

/ W
A12I2�0,?
&Z+�2P<Z) ADH � T
/�W5/B&
0@<V=@2I) !),+!=$% 2-%!AD2

X = f(T ) D /D0 T = g(X)
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