
� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

$33/,&$7,21�2)�48(8(,1*�7+(25<�72�5($/�7,0(�6<67(06�
:,7+�6+257$*(�2)�0$,17(1$1&(�7($06�

�
�

(GXDUG�,DQRYVN\�
'HSDUWPHQW�RI�,QGXVWULDO�(QJLQHHULQJ�DQG�

0DQDJHPHQW��
%HQ�*XULRQ�8QLYHUVLW\�RI�WKH�1HJHY��

3�2�%R[������%HHU�6KHYD��������,VUDHO��
(PDLO��LDQRYVN\#EJXPDLO�EJX�DF�LO�

-RVHSK�.UHLPHU��
'HSDUWPHQW�RI�,QGXVWULDO�(QJLQHHULQJ�DQG�

0DQDJHPHQW��
%HQ�*XULRQ�8QLYHUVLW\�RI�WKH�1HJHY��

3�2�%R[������%HHU�6KHYD��������,VUDHO��
(PDLO��NUHPHU#EJXPDLO�EJX�DF�LO�

� �
�
�
$%675$&7�

:H� SUHVHQW� RSWLPDOLW\� FRQGLWLRQV� IRU� UHDO�WLPH�
PXOWLVHUYHU� V\VWHP� ZLWK� ODUJH� QXPEHU� RI� LGHQWLFDO�
VHUYHUV� DQG� VHYHUDO� QRQ�LGHQWLFDO� FKDQQHOV� ZRUNLQJ�
XQGHU�PD[LPXP� ORDG� UHJLPH�ZLWK� OLPLWHG�PDLQWHQDQFH�
IDFLOLWLHV�� :H� FDOFXODWH� OLPLWLQJ� YDOXHV� RI� V\VWHP�
DYDLODELOLW\�DQG�LWV� ORVV�SHQDOW\�IXQFWLRQ�DQG�VKRZ�KRZ�
WR� REWDLQ� RSWLPDO� DVVLJQPHQW� SUREDELOLWLHV� ZKLFK�
RSWLPL]H�WKHVH�SHUIRUPDQFH�PHDVXUHV��
�
.H\ZRUGV�� DVVLJQPHQW� SUREDELOLWLHV�� DYDLODELOLW\�� ORVV�
SHQDOW\��PDLQWHQDQFH��UHDO�WLPH�V\VWHP�
�
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5HDO�WLPH� V\VWHPV� �576�� DUH� GHILQHG� DV� WKRVH� IRU�
ZKLFK� FRUUHFWQHVV� GHSHQGV� QRW� RQO\� RQ� WKH� ORJLFDO�
SURSHUWLHV� RI� WKH� FRPSXWHG� UHVXOWV�� EXW� DOVR� RQ� WKH�
WHPSRUDO� SURSHUWLHV� RI� WKHVH� UHVXOWV�� ,Q� 576� DQ� DFWLRQ�
SHUIRUPHG�WRR�HDUO\�ODWH��PD\�EH�XVHOHVV��DQG�VRPHWLPHV�
KDUPIXO��([DPSOHV�LQFOXGH�LQGXVWULDO�DXWRPDWLRQ��WUDIILF�
FRQWURO��URERWLFV��LQWHOOLJHQFH�DQG�GHIHQVH�V\VWHPV��HWF��

7KHUH� LV� D� JURZLQJ� FRQVHQVXV� WKDW� WKH� XVH� RI�
DQDO\WLFDO�PHWKRGV�RI�TXHXHLQJ�WKHRU\�>�@�WRJHWKHU�ZLWK�
PRGHUQ� FRPSXWDWLRQ� DSSURDFKHV� �VXFK� DV� $UWLILFLDO�
,QWHOOLJHQFH� $,� >�@�� *HQHWLF� DOJRULWKPV� >��@�� 1HXUDO�
1HWZRUNV� 11� >����@� DQG� (YROXWLRQDU\� &RPSXWDWLRQV�
(&� >�@�� DQG� VLPXODWLRQ� WHFKQLTXHV� �VXFK� DV� 6FRUH�
)XQFWLRQ�>��@�DQG�3HUWXUEDWLRQ�$QDO\VLV�>�@�FRXOG�KDYH�
VLJQLILFDQW�EHQHILWV�LQ�GHYHORSLQJ�576���

7KH�SDUWLFXODU�LQWHUHVW�LQ�576�ZLWK�D�]HUR�GHDGOLQH�
IRU� WKH� EHJLQQLQJ� RI� MRE� SURFHVVLQJ� ZDV� DURXVHG� E\�
PLOLWDU\� LQWHOOLJHQFH� SUREOHPV� LQYROYLQJ� XQPDQQHG� DLU�
YHKLFOHV��8$9���.UHLPHU�DQG�0HKUH]��KDYH�SURYHG�>�@�
WKDW� WKH�QRQ�PL[�SROLF\�PD[LPL]HV�WKH�DYDLODELOLW\�RI�D�
PXOWLVHUYHU�VLQJOH�FKDQQHO�576��,Q�>�@�DQG�>�@�.UHLPHU�
KDYH�DSSOLHG� ELUWK�DQG�GHDWK�SURFHVVHV� LQ�DQDO\VLV� RI� D�
PXOWLVHUYHU�576�ZLWK�GLIIHUHQW�FKDQQHOV�RSHUDWLQJ�XQGHU�
D� PD[LPXP� ORDG� UHJLPH�� ,DQRYVN\� DQG� .UHLPHU� >�@�

KDYH� REWDLQHG� RSWLPDO� DVVLJQPHQW� SUREDELOLWLHV� WR�
PD[LPL]H� DYDLODELOLW\� RI� 576� ZLWK� WZR� GLIIHUHQW�
FKDQQHOV��7KLV�SDSHU�FRQVLGHUV� WKH�PRGHO�GHYHORSHG� LQ�
>�@�DQG�H[WHQGV�WKH�UHVXOWV�RI�>�@�IRU�DUELWUDU\�QXPEHU�RI�
GLIIHUHQW�FKDQQHOV���

2XU� SXUSRVH� LV� WR� FDOFXODWH� OLPLWLQJ� YDOXHV� RI�
DYDLODELOLW\�DQG�ORVV�SHQDOW\�IXQFWLRQ�IRU�576�ZLWK�ODUJH�
QXPEHU� RI� VHUYHUV�� DQG� WKHQ� WR� REWDLQ� RSWLPDO�
DVVLJQPHQW� SUREDELOLWLHV� ZKLFK� RSWLPL]H� WKHVH�
SHUIRUPDQFH�PHDVXUHV��
�
�
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:H� FRQVLGHU� D� 576� ZLWK� D� ]HUR� GHDGOLQH� IRU� WKH�
EHJLQQLQJ�RI�MRE�SURFHVVLQJ��$V�D�PDWWHU�RI�IDFW�PRVW�RI�
PRQLWRULQJ�576�DUH�RI�WKLV�W\SH���
7KH� PRVW� LPSRUWDQW� FKDUDFWHULVWLFV� RI� 576� DUH�
VXPPDUL]HG� LQ� >�@�� -REV� LQ� 576� DUH� H[HFXWHG�
LPPHGLDWHO\� XSRQ� DUULYDO�� FRQGLWLRQDO� RQ� V\VWHP�
DYDLODELOLW\��6WRUDJH�RI�QRQ�FRPSOHWHG�MREV�RU�WKHLU�SDUWV�
LV� LPSRVVLEOH�� 1HYHUWKHOHVV�� TXHXHLQJ� WKHRU\�
PHWKRGRORJ\�FDQ�EH�VXFFHVVIXOO\�DSSOLHG�LQ�DQDO\VLV�RI�
576��

�
$�576� XQGHU� FRQVLGHUDWLRQ� FRQVLVWV� RI� �1� VHUYHUV�

WKDW� SURYLGH� VHUYLFH� IRU� WKH� UHTXHVWV� RI� UHDO�WLPH� MREV��
DUULYLQJ� YLD� U� GLIIHUHQW� FKDQQHOV�� 7KH� V\VWHP� ZRUNV�
XQGHU� D� PD[LPXP� ORDG� RI� QRQVWRS� GDWD� DUULYDO�� 7KXV�
WKHUH� LV� H[DFWO\� RQH� UHTXHVW� RI� UHDO�WLPH� MRE� LQ� HDFK�
FKDQQHO�DW�DQ\�LQVWDQW��DQG�WKHUHIRUH�RQH��VHUYHU�DW�PRVW�
LV� XVHG� WR� SURFHVV� WKH� MRE� LQ� WKH� FKDQQHO�� 7KH� WRWDO�
QXPEHU�RI�ZRUNLQJ�VHUYHUV�LV�DW�PRVW�U��DV�D�QXPEHU�RI�
FKDQQHOV���7KH�L�WK�VHUYHU�FDQ�SURYLGH� �6 �WLPH�XQLWV�RI�
VHUYLFH� EHIRUH� UHTXLULQJ� 5� FRQWLQXRV� WLPH� XQLWV� RI�
PDLQWHQDQFH��DIWHU�ZKLFK�LW�LV�DJDLQ�DYDLODEOH��DQG�VR�RQ��
%RWK� �6 ��L ������1��DQG�5�DUH�LQGHSHQGHQW�H[SRQHQWLDOO\�
GLVWULEXWHG�UDQGRP�YDOXHV�ZLWK�SDUDPHWHUV� � �� UL ��� ��
DQG� � UHVSHFWLYHO\�� 6HUYLFH� RI� D� MRE� FRQWLQXHV� ZKLOH�



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

WKHUH�DUH�DYDLODEOH�VHUYHUV�LQ�WKH�V\VWHP��'LIIHUHQW�SDUWV�
RI� WKH� VDPH� MRE� FDQ� EH� SURFHVVHG� E\� GLIIHUHQW� VHUYHUV��
$Q\�SDUW�RI��WKH��MRE��WKDW��LV�QRW��VHUYHG�LPPHGLDWHO\�LQ�
UHDO�WLPH��LV�ORVW��

(DFK� FKDQQHO� KDV� LWV� RZQ� VSHFLILFDWLRQV� DQG�
UHTXLUHV� GLIIHUHQW� NLQGV� RI� VHUYLFH�� 6HUYHU�� ZKLFK� ZDV�
VHQW�WR�PDLQWHQDQFH��LV�DVVLJQHG�WR�WKH�L�WK�FKDQQHO�ZLWK�
SUREDELOLW\� �S �� UL ��� ���,W�JHWV�WKH�DSSURSULDWH�NLQG�RI�
PDLQWHQDQFH�� � DQG� WKHUHIRUH� FDQQRW� EH� VHQW� WR� DQRWKHU�
FKDQQHO�� 7KH� GXUDWLRQ� 5� RI� PDLQWHQDQFH� ZRUN� LV�
H[SRQHQWLDOO\� GLVWULEXWHG� ZLWK� SDUDPHWHU� �� DQG� GRHV�
QRW�GHSHQG�RQ�WKH�DVVLJQHG�FKDQQHO��$IWHU�PDLQWHQDQFH��
WKH� VHUYHU� ZLOO� HLWKHU� EH� RQ� VWDQG�E\� RU� VHUYLQJ� WKH�
DVVLJQHG�FKDQQHO��

,W� LV� DVVXPHG� WKDW� WKHUH� DUH� RQO\� .� � 1. d ��
PDLQWHQDQFH� WHDPV�� 7KXV� D� VKRUWDJH� RI� PDLQWHQDQFH�
WHDPV�RFFXUV�ZKHQ�WKHUH�DUH�PRUH�WKDQ�.�VHUYHUV�RXW�RI�
RUGHU��7KHQ�WKH�VHUYHU�ZLOO�ZDLW�IRU�UHSDLU�LQ�WKH�TXHXH��
�
�
���7+(�352%/(0�$1'�,76�62/87,21�

.UHLPHU� >�@� KDV� VKRZQ� WKDW� VWHDG\� VWDWH�
SUREDELOLWLHV� RI� WKH�576�XQGHU� FRQVLGHUDWLRQ� DUH� JLYHQ�
E\�WKH�IROORZLQJ�IRUPXODH��
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ZKHUH� .Q � � UL ��� �� LV� D� QXPEHU� RI� IL[HG� VHUYHUV�
DVVLJQHG� WR� WKH� L�WK� FKDQQHO�� /000S 12 2 211435 � WKH�
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)RU� D� PXOWLFKDQQHO� V\VWHP� �U!��� RSHUDWLQJ� XQGHU�
PD[LPXP� ORDG� UHJLPH�� WKH� DYDLODELOLW\� LV� JLYHQ� E\� WKH�
IROORZLQJ�IRUPXOD��VHH�>�@���
������$Y� �(>QXPEHU�RI�EXV\�VHUYHUV@��U�����������������������������
7DNLQJ�LQWR�DFFRXQW�HTXDWLRQV����������ZH�REWDLQ�
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ZKHUH�
@ A � �BCD3 ��������E � LV� WKH� SUREDELOLW\� WKDW� FKDQQHO�N�

� UN ��� ��LV�QRW�VHUYHG��
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LV� DQ�DYHUDJH� ORVV� SHQDOW\�FRVW��ZKHUH� M& � � UN ��� �� LV�
WKH�FRVW�RI�WKH�WLPH�XQLW�GXULQJ�ZKLFK�WKH�N�WK�FKDQQHO�LV�
QRW�VHUYHG��SHQDOW\����
$VVHUWLRQ�� � � � � U7&$Y NONO ����������������� PP � �� IRU�

� Q& �� UL ��� ��
)XQFWLRQV� ���� DQG� ���� FDQ� EH� PD[LPL]HG� DQG�

PLQLPL]HG� UHVSHFWLYHO\� IRU� DQ\� ILQLWH� YDOXH� RI�1�� EXW�
RQO\� QXPHULFDOO\� ±� DQDO\WLFDO� VROXWLRQV� DUH� DYDLODEOH��
:KHQ� fo1 �� DQDO\WLFDO� H[SUHVVLRQV� RI� DYDLODELOLW\�
DQG� ORVV�SHQDOW\� IXQFWLRQ�DV�ZHOO� DV� RSWLPDO� YDOXHV� IRU�
DVVLJQPHQW�SUREDELOLWLHV�FDQ�EH�REWDLQHG���
�
/HW�

� �  
¸̧¹
·¨̈©

§ �

¦
 ¦ �¦RSSUT V

V

WWX
YZZ[\ ]

^
_`` ``

a
b
`ba

c c

d_`
aa_

ee
f

e
g g

�.Q1
.�.6

h h hjikh h hk l
l

kmon p
l

qq
q

��PLQ
�������� �

¦ �¦¦ ¦ ¦

¸̧¹
·¨̈©

§ �

¦
 

r
s st
u u

u

vvw
xyyz{ t

u
t
u

|
| |

|
|
} ~ �

�

���� �

~�~ ��PLQ
���

�
� �
�

�
�
� ���

�
�
�
���

� �

����
�

��
� �.Q1

.�. ��

WKHQ�

��� � �   ¦
¦

�����

������ ��� ��
��

��� ��
��

����� ����
����

���

��
�

��� ���
���

S
S

S
S

3

� � � �¡� � �¡ �¡� � �¡�
¡� � �¡

� � �� � � �¡� � �¡¡¡� � �¡ �¡� � �¡�
¡� � �¡¡�¡¡� � �¡

¢

££
£

£££ £££
£££

�������� �

 

¸̧¹
·¨̈©

§ �

¦
¸̧
¸
¹

·
¨̈
¨
©

§
�

¦

 
¦ �¦

¦ �
¦

¤¥¥§¦ ¨
¨

©©ª
«¬¬­® ¯

¤¥¥¥¥¥ ¦ °¨
°¨

©©©
©
ª
«

¬¬¬
¬­® ¯

±

²³ ²³
´±

µ¶¶ ¶¶
·
¸
¶¸·

¹ ¹

ºµ¶

µ¶¶¶¶ ¶¶¶¶
·
»¸¸
¶¸·

»¹¹
¹

ºµ¶

¼¼
½

¼
¾ ¾

¼¿¿ ¼¿¿
½

¼
¿¾¾ ¾

�.Q1
.�.

�.Q1

.�.

À À À ÁÂÀ À ÀÂ Ã
Ã

ÂÄ�Å Æ

À À ÀÀ À À ÁÂÀ À ÀÂÂÂÀ À ÀÂ Ã
Ã

ÂÄ�Å Æ

ÇÇ
Ç

ÇÇÇ ÇÇÇ
Ç

��PLQ

��PLQ
�

� �� �ÈÈÉ
ÈÊÊÈÉ

6
6

��������
������������������

Ë
ËËËË ÌÍÍ

 �� � ������������������
8VLQJ� ����� ����� DQG� WKH� IROORZLQJ� /HPPDV� DQG�
&RUROODULHV�ZLOO�KHOS�XV�WR�REWDLQ�WKH�PDLQ�UHVXOWV��
/HPPD������ � � �> � ÎÏÏ ÐÑÑ

Ð
ÒÓÐÐ

Ò 66 ���������������� ÔÔÔÔÔ �



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

� �@ ÕÖ×ÖÖ×ØÕ 6 �� ÙÚÚ ������������ ÛÛÛÛ ��

ZKHUH� ���������Ü !Ý �DQG� Þß z � IRU� UML �����  �� ML z ��
�tU �� �t1 ���

/HPPD���� � � � �
� �¦�à áà
â

�
 
ã
ä ã
äåå

åä
äæãäããæ 66 ç

ç

çç
ç �������� ��

ZKHUH� ���������è !é �DQG� êë z �IRU� UML �����  �� ML z ��
�tU �� �t1 ���

/HPPD���� � � �ì
ì

í
 

�¦�î ïî
ðñ

ò ñ
òóó

óò
ñò ��

�ZKHUH� ���������ô !õ �DQG� ö÷ z �IRU� UML �����  �� ML z ��
�tU ���

&RUROODU\���� � � � ��¦ � ø

ù
ø

úø

ù
�

� 
�¸̧¹

·¨̈©
§ �

û
ü ü

ûû
ý û

ýüü
üýý

ûý
þ ÿ

þ
ÿþ

þÿ

�

�
��

ZKHUH� ���������� !� �DQG� �� z �IRU� UML �����  �� ML z ��
�tU �� � � � ��
��

�

�	 �	
	� ���

/HPPD���� ¸̧¹
·¨̈©

§ � 
¦¦ ¦ ¦ ¦


�



��



�




�



L
L1�

�
��
�

���
�

��

�

�
� �

������ ��
�
�

��
�

�
�
������ �� �tL ���

/HPPD����)RU� �tW �LW�LV�WUXH��� �  � �����6 ������������������ �� �

� �
� �

� � � �
� � � �

� �
°°
°°
°°

¯

°°
°°
°°

®

­

� 
�¸̧¹

·¨̈©
§ ��

� ¸̧¹
·¨̈©

§ ��
 �¸̧¹

·¨̈©
§ ��

 

¦ �¦
¦
¦

� 
! � 

"""
 

 "
 

"

��������
��������������������������

�������������������������PLQ
�

#
#

##
$

$
#

$
%&(' )

WP6.L
PL

WP6.L
PL

WP�.L1
.�.

L
PL

*
+, *

,- +-
-,
,./+*,/

.
.

/
. *./.

/
.

.0/.

�

/HPPD���� � � � �� � � �  ����� ¦123 3TLPPPTLV) 4 ����������� �

� � � �¦5 655 ¸̧¹
·¨̈©

§ ���
��� 

7
7

77 �
�
�

�
8
9 9:8 V

NLV
TL�TT

L� �� �zT ��
�tL ���
� � � �� � � � ����� ¦;<= LPPPLV) > ������������ �

� � � �
�

�������
�

����� L
LVV �� �tL ��

/HPPD���� � � � � � � �
¸̧¹
·

¨̈©
§ �

 ¸̧¹
·¨̈©

§ ��¦? @ A
B

BCC
D BDCD 66.L

PL

�

� E
F E �

G H
� �¦ ¦I I
J

¸̧¹
·¨̈©

§ ��
�

¸̧¹
·

¨̈©
§ �

�
K
L

M
N

NOMN
L

P
P V

HPV
�.V1

.�.
Q R

STVU W
��PLQ

�

� ��

ZKHUH� X ��� �� �tP ��
/HPPD���� � � Y Z[[Z\6 ������������������ ]] �

� �
� � � � ���

 ¦ �^_
` ^_

ab
cd b

de ce
edcd

dfbd 6
g

g

gg
�

h i
� �¦ ¦jkj
l


¸̧¹
·

¨̈©
§ ¸̧¹

·¨̈©
§ ��

��
m
n
o
p

pqop
V

HPV
�.V1

.�.rts
uvVw x

��PLQ �

� � ¸̧
¸̧
¸̧
¸

¹

·

¨̈
¨̈
¨̈
¨

©

§

�¸̧¹
·¨̈©

§ �

 ¦

�yz
{ yz

||}
~� }

�� ~�
��

�
�

~}�
�

�

�

�
�� ���� � WP ���

&RUROODU\����/HW� �    ������ �� ^ `WP ������������� ���
� ��� � DQG� �� z � � WPML ����� � �� ML z ���
�

�
�  ¦�� � DQG� � � � ��

��

�

�� ��
�� �� 7KHQ�� IRU� �tW �� E\�

/HPPDV������������ZH�FDQ�FRQFOXGH��WKDW�� �  � �����6 ������������������ �� �� �
� �

� �
� � � �

� �
� �

� �
°°
°°
°°
°°
°°

¯

°°
°°
°°
°°
°°

®

­

� 
¸̧
¸̧
¸̧
¸

¹

·

¨̈
¨̈
¨̈
¨

©

§

�¸̧¹
·¨̈©

§ �




¸̧¹
·

¨̈©
§ ¸̧¹

·¨̈©
§ ��

��

�
��

 ¸̧¹
·¨̈©

§ ��
�

 

¦
�

¦ ¦

¦ �

¦

��
� ��

��

�k�
�

��
� ��

�
�

�

����������������
�

��PLQ

������������������
��PLQ

�
�

�

�t�
� (¡ ¢

�
�

��
�

� (¡ ¢

WPLI

V
HPV

�.V1
.�.

6

WPLIV
PV

�.V1
.�.

£
¤¥ £

¥¦ ¤¦
¦¥

§
¥

¤£¥

¤
§
¨
©

©ª¨©

£
¤¥ £

¥¦ ¤¦
¦¥¤¥

¥¨£¥

¨
©

©ª¨©

�



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

/HPPD�����« ¬
� � � � � �­®

­
¯

¯°­¯
2.V

LV
�.V1

.�. �� ¸̧¹
·¨̈©

§ �
� ±²
³¦ ´µ
¶·(¸ ¹

�
�

��PLQ ��
IRU� �� ��� . �DQG� �tL ��º »

� �º »
� � ¹̧

·
©̈
§ 

¸̧¹
·¨̈©

§ ��
�

¸̧¹
·¨̈©

§ �
�

¦
¦
¼

½
¼

½

12
V
LV

�.V1
.�.

V
LV

�.V1
.�.

¾
¿

¿À¾¿

¾
¿

¿À¾¿
�

�
��PLQ

��PLQ

Á
ÂÃVÄ Å

Á
ÂÃVÄ Å

��

IRU� �t. �DQG� �tL ���
&RUROODU\����/HPPD����ZKHQ� �t. ��UHVXOWV�LQ��Æ Ç

� �Æ Ç
� � ¹̧

·
©̈
§ 

¸̧¹
·¨̈©

§ ��
�

¸̧¹
·¨̈©

§ �
�

¦
¦
È

É
È

É

ÊË
Ì

ÌÍËÌ

Ë
Ì

ÌÍËÌ

12
V

MLV
�.V1

.�.
V
LV

�.V1
.�.

�

��PLQ

��PLQ

Î
ÏÐ(Ñ Ò

Î
ÏÐ(Ñ Ò

�� �tL ��

�tM ���
&RUROODU\����/HW� Ó    �����Ô �� ^ `WP ������������� ��

^ `UW ������������� ��� Õ ��� �� WPL ���� ��� � Ö �
� UWL ���� ��� �

×
Ø  ¦ÙÚ �DQG� � � � ��

ÛÜ

Ý

ÝÞ ÝÞ
ÞÝ ��7KHQ��IRU�

� � �PD[ßà ��á. âãâ �DQG� �tU ��ZH�KDYH��

� � � � � �äå
æ æ

åççåä 2
.

6 �
�

 �èé
ê

êê
�
������������������� ���

�
2XU�PDLQ�UHVXOWV�FDQ�EH�IRUPXODWHG�DV�IROORZV��
�
7KHRUHP�����
ëíì � � ëíì � � ¸̧¹

·¨̈©
§�  îï .33 ðñðòòñð ���PLQ���������OLP�������� óó ��

UL ��� ��ZKHUH� ôõô ö÷PD[ø ��
3URRI���
)RU� �t. ��ZH�FRQVLGHU�WZR�FDVHV���
�
&DVH����,I�WKHUH�LV� ^ `UQ ������������� �VXFK�WKDW� ù z ��WKHQ�
IRU�DQ\�N�DQG�L�� ^ `UNL �������������� � ��VXFK�WKDW� ú z �DQG�
û  �LW�FDQ�EH�ZULWWHQ��
üþý � � � �� �

ÿ��� �����
ÿ

ÿÿÿÿ� �	�
ÿ �������

�����������������������   
��
��


����
��

6

63 �

� �� � ���������
���������

��

6
6 �

� 
����� �����
���������������
���������������
������ ������ ����

DQG��

��� � � � �� �   ���
���

��������
6

63 �����
����������������������� �
�����  	!� �

"$# � �� �%%&
%''%&(

6
6)*

�����
��������������� +
+++, -.	/ - 0 1	0 2 0 , 13 4 567 �� ������������������

�
&DVH����,I� 8    ���9 ��WKHQ��
:<; � � � �� �   =>>

??@
?AA?@?A@

6
63 �����

����������������������� B
BBBBC D	EB �

F$G � �� �HHI
HJJHIK

6
6LM

�����
��������������� N
NNNO PQ	R P S T	S U S O TV W XYZ � UN ��� ������

�
7KHUHIRUH��IURP����������DQG������LW�FDQ�EH�FRQFOXGHG�WKDW�
IRU� �tU �WKH�IROORZLQJ�HTXDOLW\��� �� � �������������������

������������������OLP [[[[[[ [[[[[[
 \]\]] \]\]]

^_ `aaabb`c
`ababb`

cc 6
6 �������

ZKHUH� �tW �� d  �� e z ��SURYHV�WKLV�7KHRUHP��
ZKHQ� �t. ��LQ�ERWK�FDVHV���
�
/HW�P�LV�D�QXPEHU�RI�SDUDPHWHUV� f �VXFK�WKDW� g  �
IRU�WKH�GHQRPLQDWRU�RI�������&RQVHTXHQWO\��D�QXPEHU�RI�
SDUDPHWHUV� h �VXFK�WKDW� i  �IRU�WKH�QXPHUDWRU�RI�
�����LV�P���DQG�IURP����������DQG�����ZH�KDYH�WKDW�^ �̀������������ �� WP �IRU�DQ\�FDVH��7KHQ��

� �� �  jkjkk jkjkk
lmmmnnlo
lmnmnnlo

6
6

������������������
������������������
pppppp pppppp

�
q r q r� �qsr qsr� �t$utuu

u uuuu

�����
�����

vv vv
 ww

x
ww

x
6
6 ��� � � �����������������

ZKHUH�
y z y z y z y z{{       | }}~~ ~~~ ������ ��� �� �d �� �� ��� � WPL ��

� �� �d �� �� ���� �� WPL ����
)URP������ZH�KDYH��� � � �� ��s� �s�� �

��� � � � �� �� � �d ���

�� ��
6

6
6
6 �

�
����

���
��� ��

�����
��������������

����� � ����� ��	� � � ��� � � � �� �
�
�

�
��

� ���� �
� � � �� �� �6

6  
¡

¢¢¡
�����
����� £$¤£¤¤ ¥¥

� �� � � �����������������

ZKHUH�
¦ § ¦ §¨    ©ª<«ª« ��� ��

¬ ­ ¬ ­®® ��d ¯°� �DQG�± ² ± ²³³ ´µ z �IRU� ����� � WPML �DQG� ML z ���

8VLQJ�WKH�LQHTXDOLWLHV�
¶ ·

�
¸
�¹ �IRU� ��� � WPL ��

º »
�¼ �½. �IRU� � . �DQG� ��� � WPL ��DQG� �� �. ��

ZKHQ� �!. ��ZH�REWDLQ�IRU� ��� � WPL ��



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

¾ ¿� �� �
¾ ¿� �¾ ¿

� �
d

¸̧¹
·¨̈©

§ ��
�

 ¦À ÁÂ
Ã

ÃÄÂÃ ÅÂÆÂ
ÅÂ

V
PV

�.V1
.�.

6
6
6

Ç
ÈÉËÊ Ì

ÍÎÏÐ�Ñ Ò Ñ Ó Ó Ô Ò ÕÍÎ
�

��PLQ
��������� �

Ö ×� �� �  d 6
6

Ø
ÙØÛÚÝÜ

Ú
�

Þàß� � Þàß� � Þàß

� � � �  
¸̧¹
·¨̈©

§�
¸̧¹
·

¨̈©
§�

 
¦¦
¦¦
á

â
á

á
â
á

ã
ää

ã
ä å

å
ä å

��

��

æèç
é

é
æ
êæê

é
é

æèç
é

é
ëæ

êëæê
é

éë

Q�.
..�.

Q�.
..�.

�

ìàí� �ìàí ìàí� � ìàí

� � � �  
¸̧¹
·¨̈©

§�
¸̧¹
·

¨̈©
§�

 
¦
¦
î

ïð
î

ïð

ñ
ò

ñ

ñ
ò ó

ó
ó

ñó

��
�

�

��
�

�

ôèõ
ö

ö
ô
÷ô÷

ôèõ
ö

ö
øô

÷ø
ø

ô÷ø

Q�.
..��.

.�
Q�.

..��.
.�

�

� �� �®̄­ !
  ������
�������

ù .LI2
.LI12 ú ��� � � �����������������

IRU�DQ\� û �VXFK�WKDW� �PD[���PD[ üýü ��°¿
°¾
½

°̄
°®
­

þÿ.
�

�� �
���

)URP������DQG�WKH�&RUROODULHV���DQG���ZH�FRQFOXGH�WKDW��� � � �� �� �  ��
6

6 �
�

���
�����
����� 	�
	



�

� �� �� � ^ `°̄
°®
­

��!
 !

 
 

����������������������
���������

�������
�

WP	.LI12
P	.LI2

.LI12

� �����������������

7KXV��E\������������DQG�������WKH�QH[W�HTXDOLW\�LV�WUXH�� �� �  ����� �����
��������
��������

6
6

������������������
������������������
������ ������

�

� �� �� � ^ `°̄
°®
­

��!
 !

 
 

����������������������
���������

�������
�

WP	.LI12
P	.LI2

.LI12�
�� �����������������

WKDW�SURYHV�������
�
:KHQ� ��. ��ZH�KDYH��E\�&RUROODU\����WKDW��

��� � � � �
� �   ���

���
��������

6
63 �����

����������������������� �
���� !#"� �

� � � �

� � � �
� �

� �
� � �

�

�
 

�
�

�
�

 

�

�

�

�

$

%$

$

%$ &

'
( (

'
)((

(
&

'
( (

&
'
)((

(
2

.

.

2
.

2
.

*

+

+

*
+

*
+

�
�

�
�

�
�

�
�

�

� �,- 2. .� �� �� � � �����������������
IRU�DQ\� / �VXFK�WKDW� �0 ��. ��
)RUPXOD������SURYHV�WKLV�7KHRUHP�ZKHQ� ��. ���
4�(�'���
�
7KHRUHP������ � � �   12 3443 7&7& ��������OLP�������� 55 �

¦6 ¸̧¹
·

¨̈©
§ ¸̧¹

·¨̈©
§� 

7
8 88 .&9

���PLQ� ��

� � � �   :; <==< $Y$Y ��������OLP�������� >> �

¦?¸̧¹
·¨̈©

§
 

@
A AU

.
B

���PLQ
��

3URRI���
7KLV�7KHRUHP�IROORZV�IURP����������DQG�7KHRUHP����
4�(�'���
�
7KHRUHP����7KH�UDWH�RI�FRQYHUJHQFH�C D � � C D � �EFGEFG 33 ���������������� HH �� o� IJ �� UL ��� ��
DQG�WKHUHIRUH�� � � �KLKL 7&7& ���������������� MM �� o� NO �
DQG� � � � �PQPQ $Y$Y ���������������� RR �� o� ST �

LV�
� �� � ^ `� �� �°°¯

°°®
­

�
 

�!
 !

��������������������������������
����������������������������������
���������������������
�����������������������

U

V

.LI2

.LI12
UP	.LI12

P	.LI2

W

W

��

ZKHUH� �PD[���PD[ XYX ��°¿
°¾
½

°̄
°®
­

Z[.
\

]\_^ �� �` ��. ��

DQG�P�LV�QXPEHU�RI� a  �� UL ��� ���
3URRI���
)RU� �t. ��ZH�FRQVLGHU�WKH�WZR�FDVHV���
�
&DVH����,I�WKHUH�LV� ^ `UQ ������������� �VXFK�WKDW� b z ��WKHQ�
IRU�DQ\�N�DQG�L�� ^ `UNL �������������� � ��VXFK�WKDW� c z �DQG�
d  �LW�FDQ�EH�ZULWWHQ��
e�f � � g h i jk l�mg n#j

h ����������  opq3 �

� �� �� � ^ `
rst

rt

UP	.LI12
P	.LI2

.LI12
�°̄

°®
­

��!
 !

 



� 

����������������������
���������

�������
u

�

DQG�vxw � � y z { |} ~��y � |
z ��������  ���3 �



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

� �� �� � ^ `°̄
°®
­

��!
 !

 
 

����������������������
���������

�������
�

UP	.LI12
P	.LI2

.LI12�
��

7KHUHIRUH��E\�7KHRUHP�������� � � ��� � � � �
� � ������� 33 ���������������� �� �

� �� �� � ^ `
�

�°̄
°®
­

��!
 !

 





���

UP	.LI12
P	.LI2

.LI12

����������������������
���������

�������
�

�
�

� �� �� � ^ `°̄
°®
­

��!
 !

 
 �

����������������������
���������

�������� �
UP	.LI12

P	.LI2
.LI12�

� �����������

DQG��x� � � �x� � � �x� � �   � �������� 333 ������������������������ ��� �
� �� �� � ^ `°̄

°®
­

��!
 !

 
 

����������������������
���������

�������
�

UP	.LI12
P	.LI2

.LI12�
��� �����������������

�
&DVH����,I� �    ���� ��WKHQ��

��� � � ¹̧
·

©̈
§ 123  ¡¢ �������������

£ ¤ ¥#¦§ ¨�©£ ª ¦
¤ �� UN ��� ��

7KHUHIRUH��E\�7KHRUHP�����«�¬ � � «�¬ � �  � ­®­®¯ 33 ���������������� °° �
±³² � � ¹̧

·
©̈
§  123 ´µ¶ ���������· �� UN ��� �� �����������������

�
�����������DQG������SURYH�WKLV�7KHRUHP�ZKHQ� �t. ��
7KHRUHP���DQG������SURYH�WKLV�7KHRUHP��ZKHQ� ��. ��
4�(�'���
�
7KHRUHP� ��� ,Q� UHDO�WLPH� V\VWHP� ZLWK� 1� VHUYHUV�� .�
� 1. � �� PDLQWHQDQFH� FUHZV�� U� � �tU �� GLIIHUHQW�
FKDQQHOV�RSHUDWLQJ�XQGHU�D�PD[LPXP�ORDG�UHJLPH��DQG�
H[SRQHQWLDOO\� GLVWULEXWHG� RSHUDWLQJ� DQG� PDLQWHQDQFH�
WLPHV� �ZLWK� SDUDPHWHUV� ¸ � � UL ��� �� DQG� �
UHVSHFWLYHO\�� RSWLPDO� DVVLJQPHQW� SUREDELOLWLHV� ¹ºS �
� UL ��� ���ZKLFK�PLQLPL]H�V\VWHP�ORVV�SHQDOW\�IXQFWLRQ�
ZKHQ� fo1 �DUH�GHWHUPLQHG�DV�IROORZV���
�D�� ,I� ¦»t

¼
½ ½. ¾ �� WKHQ� ¦¿ 

À
Á ÁÂÃÂS Ä �

IRU� UM ��� ���

�E�� ,I� ¦¿�
À
Á Á. Ä ��WKHQ��

°°
°
¯

°°
°
®

­

!
!d���

d
 

¦
¦¦

¦
Å
Æ

Æ
Å
ÆÅ
Æ

�������LI���������

����	�����LI���������

�����������������LI�������

Ç
Ç

Ç
Ç
ÇÇÇ
Ç

È
É

É

È
É

ÉÈ
É

ÉÊÈÊ

È
É

ÉÈ
ÊÈ

.

..SS
..

S

ZKHUH� WKH� FKDQQHOV� DUH� QXPEHUHG� VXFK� WKDW�

Ë
Ë&&& ttt �����Ì

Ì
Í
Í ���

&RUUHVSRQGLQJ�RSWLPDO�YDOXH�RI�ORVV�SHQDOW\�IXQFWLRQ�LV��
�D�� � � ���������Î  ÏÐÏ7& ��LI� ¦Ñt

Ò
Ó Ó. Ô ��

�E�� � � � �¦Õ � 
Ö
×

Ø××ØÖØ .&7& ÙÙ ��������� ��LI� ¦Ú�
Û
Ü Ü. Ý ��

ZKHUH� Þ
ßÞßÞ S �� UL ��� ��

�
�

$&.12:/('*0(176�
7KLV�UHVHDUFK�ZDV�VXSSRUWHG�E\�WKH�3DXO�,YDQLHU�&HQWHU�
IRU� 5RERWLFV� 5HVHDUFK� DQG� 3URGXFWLRQ�0DQDJHPHQW� DW�
%HQ�*XULRQ�8QLYHUVLW\��
�
�

5()(5(1&(6�
>�@� '��%�� )RJHO��(YROXWLRQDU\�&RPSXWDWLRQ�� ,(((�

3UHVV��1HZ�<RUN��������
>�@� '��*URVV�DQG�&�0��+DUULV��)XQGDPHQWDOV�RI�

4XHXHLQJ�7KHRU\���UG�HGLWLRQ��-RKQ�:LOH\��
1HZ�<RUN����������

>�@� <�&��+R�DQG�;�5��&DR��3HUWXUEDWLRQ�$QDO\VLV�
RI�'LVFUHWH�(YHQW�'\QDPLF�6\VWHPV��.OXZHU�
$FDGHPLF�3XEOLVKHUV��'RUGUHFKW����������

>�@� (��,DQRYVN\�DQG�-��.UHLPHU��³2SWLPL]DWLRQ�RI�
UHDO�WLPH�PXOWLVHUYHU�V\VWHP�ZLWK�WZR�GLIIHUHQW�
FKDQQHOV�DQG�VKRUWDJH�RI�PDLQWHQDQFH�
IDFLOLWLHV�´�0DWKHPDWLFV�DQG�&RPSXWHUV�LQ�
6LPXODWLRQ����������LQ�SUHVV��

>�@� %�� .RVNR�� 1HXUDO� 1HWZRUNV� DQG� )X]]\�
6\VWHPV�� 3UHQWLFH� +DOO�� (QJOHZRRG� &OLIIV�� 1��
-���������

>�@� .UHLPHU� -��� ³5HDO�7LPH� 6\VWHPV� XQGHU�
0D[LPXP� /RDG� 5HJLPH´�� 3URF�� RI� ,&6&�
&RQJUHVV� RQ� &RPSXWDWLRQDO� ,QWHOOLJHQFH��
0HWKRGV� DQG� $SSOLFDWLRQV� &,0$¶������
���������%DQJRU��:DOHV��8.��������

>�@� .UHLPHU�-���³3HUIRUPDQFH�RI�5HDO�7LPH�
8QPDQQHG�6\VWHPV�ZLWK�,GHQWLFDO�6HUYHUV��



� � &RS\ULJKW��������E\�$60(

'LIIHUHQW�&KDQQHOV�DQG�6KRUWDJH�RI�
0DLQWHQDQFH�7HDPV�´�0LOLWDU\�25����������WR�
DSSHDU��

>�@� -��.UHLPHU�DQG�$��0HKUH]���2SWLPDO�5HDO�
7LPH�'DWD�$FTXLVLWLRQ�DQG�3URFHVVLQJ�E\�D�
0XOWLVHUYHU�6WDQG�%\�6\VWHP���2SHUDWLRQV�
5HVHDUFK��YRO������QR�����SS�����������������

>�@� 7�-��/DIIH\�HW�DOO��5HDO�WLPH�NQRZOHGJH�V\VWHP��
$,�0DJD]LQH��������������������

>��@� -�<��3RWYLQ�DQG�6��%HQJLR��7KH�YHKLFOH�URXWLQJ�
SUREOHP�ZLWK�WLPH�ZLQGRZV��SDUW�,,��*HQHWLF�

6HDUFK��,1)2506�-RXUQDO�RI�&RPSXWLQJ�������
�����������������

>��@� 5�<�5XELQVWHLQ�DQG�$�6KDSLUR��'LVFUHWH�(YHQW�
6\VWHPV��6HQVLWLYLW\�$QDO\VLV�DQG�6WRFKDVWLF�
2SWLPL]DWLRQ�E\�WKH�6FRUH�)XQFWLRQ�0HWKRG��
-RKQ�:LOH\��1�<����������

>��@� -�.�� :X�� 1HXUDO� 1HWZRUNV� DQG� 6LPXODWLRQ�
0HWKRGV��0��'HNNHU�3XEO���1HZ�<RUN��������

�

�


